
Rozdziaª 1

Od mechaniki do termodynamiki

1.1 Specy�czno±¢ termodynamiki
Termodynamika powstaªa w pierwszej poªowie XIX wieku jako teoria maj¡ca
przede wszystkim za zadanie wyja±nienie dziaªania budowanych ju» wtedy od bli-
sko wieku maszyn cieplnych przetwarzaj¡cych ciepªo (termo) na prac¦ (dynamika).
Jedno z najwa»niejszych twierdze« nowej nauki gªosiªo, »e nie jest mo»liwe staªe
przeksztaªcanie ciepªa w prac¦ w wypadku, gdy maszyna sprz¦»ona jest tylko ze
¹ródªem ciepªa o ustalonej temperaturze. Konieczne jest jeszcze sprz¦»enie z dru-
gim ukªadem o ni»szej temperaturze (chªodnic¡). Tradycyjnie, termodynamika
zajmowaªa si¦ wi¦c procesami zachodz¡cymi w warunkach sprz¦»enia z otocze-
niem o zmiennej temperaturze i to procesami przebiegaj¡cymi odwracalnie, bez
zaburzania równowagi termodynamicznej. W bilansie energetycznym rozpatry-
wanych ukªadów wystarczaªo wtedy uwzgl¦dnia¢ tylko ciepªo i prac¦, ale ju» nie
dysypacj¦ (nieodwracalne rozpraszanie) energii.

Ten sposób wykªadania termodynamiki pokutuje w wielu podr¦cznikach prak-
tycznie do dzi±. Gªówn¡ ambicj¡ typowego wst¦pnego kursu tego przedmiotu jest
przedstawienie teoretycznego modelu maszyny cieplnej Sadi Carnota sprzed pra-
wie 200 lat. Z biegiem czasu przedmiot termodynamiki ulegaª jednak uogólnie-
niu obejmuj¡c coraz szersz¡ klas¦ przemian energetycznych. Procesy badane we
wspóªczesnych laboratoriach w wi¦kszo±ci wypadków zachodz¡ w warunkach staªej
temperatury, stabilizowanej przez wysokiej klasy termostaty. Poza tym, zjawisko
dysypacji wcale nie jest zaniedbywane, gdy» dostarcza ogromnej ilo±ci informacji
o procesach w skali mikroskopowej. Interesuj¡ wi¦c nas gªównie nieodwracalne
procesy izotermiczne. W takich zreszt¡ warunkach pracuje wiele maszyn, w tym
molekularne maszyny biologiczne, przetwarzaj¡ce nie ciepªo w prac¦, lecz jeden
rodzaj pracy w drugi.

W XX wieku termodynamika procesów nieodwracalnych poczyniªa znaczne
post¦py. Wspomnijmy teori¦ reakcji liniowej Onsagera z pierwszej poªowy wieku
i teori¦ struktur dysypatywnych Prigogine'a z drugiej. Najwa»niejsze jednak od-
krycia dokonane zostaªy nie w termodynamice fenomenologicznej, opisuj¡cej zja-
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wiska, lecz w �zyce statystycznej, wyja±niaj¡cej termodynamik¦ na gruncie me-
chaniki mikroobiektów le»¡cej u jej podstaw. Zrozumieli±my zwi¡zek pomi¦dzy
makroskopow¡ nieodwracalno±ci¡ a mikroskopow¡ niestabilno±ci¡ ruchu.

Termodynamika jest teori¡ �zyczn¡ bardzo ogóln¡. Wªa±ciwie zakres jej za-
stosowa« nie jest ustalony do dzisiaj. Wydaje si¦, »e przy jej pomocy mo»na
wyja±nia¢ procesy zachodz¡ce zarówno w czarnych dziurach jak i »ywych organi-
zmach, ale nie jest to do ko«ca caªkiem pewne. Brak dobrze okre±lonego przed-
miotu bada« jest powodem, »e struktura matematyczna termodynamiki jest du»o
sªabiej okre±lona ni» struktura matematyczna innych teorii �zycznych: mechaniki
klasycznej i kwantowej, elektrodynamiki, czy kwantowej teorii pola.

Gªównym problemem nowoczesnego wykªadu termodynamiki jest wi¦c w miar¦
precyzyjne okre±lenie przedmiotu jej zastosowa«. Zwi¡zki pomi¦dzy prac¡, cie-
pªem i dysypacj¡ energii mo»na wyja±ni¢ tylko odwoªuj¡c si¦ do podstawowego,
ale bynajmniej nie prostego dla pocz¡tkuj¡cych adeptów �zyki, poj¦cia entropii.
Rozs¡dne wydaje si¦ okre±lenie termodynamiki jako teorii opisuj¡cej zachowanie
si¦ tych i tylko tych stanów ukªadów �zycznych, dla których entropia jest dobrze
okre±lon¡ wielko±ci¡ �zyczn¡ o mo»liwej do zmierzenia warto±ci. Gª¦boki sens
poj¦cia entropii mo»na zrozumie¢ dopiero na gruncie teorii informacji i rachunku
prawdopodobie«stwa. Naszego wykªadu nie chcemy wi¦c zaczyna¢ w tradycyjny
sposób od termodynamiki czysto zjawiskowej, fenomenologicznej, w szczególno-
±ci od uogólniaj¡cych do±wiadczenie fenomenologicznych �zasad termodynamiki�.
Zamiast tego spróbujemy odpowiedzie¢ na bardziej fundamentalne pytanie: co to
wªa±ciwie jest entropia i jaki jest �zyczny mechanizm jej wzrostu?

1.2 Zasada determinizmu mechanicznego
U podstaw caªej �zyki, warunkuj¡c jej racjonalizacj¦, le»y sformuªowana ponad
trzysta lat temu przez Izaaka Newtona zasada determinizmu mechanicznego (Pri-
gogine i Stengers, 1990; Newton, 1996). We wspóªczesnym j¦zyku mo»na wyrazi¢
j¡ zdaniem:

Prawo ruchu i stan ukªadu �zycznego w danej chwili jednoznacznie
okre±laj¡ stany ukªadu we wszystkich innych chwilach zarówno pó¹-
niejszych, jak i wcze±niejszych.

Zasada determinizmu nadaje sens poj¦ciu czasu, jako parametrowi liniowo po-
rz¡dkuj¡cemu stany ukªadu wzdªu» trajektorii � krzywych w wielowymiarowej
na ogóª przestrzeni stanów.

Aby nie czyni¢ wykªadu zbyt abstrakcyjnym, rozwa»my prosty przykªad. Stan
wahadªa (rys. 1.1) poruszaj¡cego si¦ bez tarcia w ustalonej pªaszczy¹nie jedno-
znacznie scharakteryzowany jest przez k¡t wychylenia q i pr¦dko±¢ k¡tow¡ lub,
równowa»nie, proporcjonalny do niej moment p¦du p. Przestrze« stanów tworzy
w tym wypadku dwuwymiarow¡ pªaszczyzn¦, a dokªadniej, niesko«czenie dªugi
pasek, którego brzegi q = −π i q = π s¡ to»same ze sob¡ (taki zbiór mo»na
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Rys. 1.1. Wahadªo � bryªa sztywna poruszaj¡ca si¦
w ustalonej pªaszczy¹nie pod wpªywem siªy ci¦»ko-
±ci. Odlegªo±¢ od osi obrotu do ±rodka masy pozostaje
staªa

q

wyobrazi¢ sobie jako powierzchni¦ walca utworzonego poprzez sklejenie obu brze-
gów). Kilka trajektorii w tak okre±lonej przestrzeni stanów przedstawia rys. 1.2.a.

Jednoznaczno±¢ ewolucji czasowej oznacza, »e przez ka»dy punkt w przestrzeni
stanów przechodzi jedna i tylko jedna trajektoria. Lokalnie, w ka»dym punkcie,
prawo ruchu okre±la wektor styczny do trajektorii, o dªugo±ci równej pr¦dko±ci
(pochodnej czasowej) zmiany stanu wzdªu» tej trajektorii (por. rys. 1.2.b). Peªne
pole wektorów stycznych na caªej przestrzeni stanów zadane jest przez ró»nicz-
kowe równanie ruchu. W przypadku wahadªa stanowi je ukªad dwóch równa«
ró»niczkowych postaci

q̇ = ωp, ṗ = −ω sin q, (1.1)

gdzie kropka oznacza ró»niczkowanie po czasie (q̇ przedstawia skªadow¡ poziom¡
a ṗ, pionow¡ wektora stycznego, por. rys. 1.2.b) a ω jest odwrotno±ci¡ pew-
nej charakterystycznej dla ukªadu jednostki czasu. Przebieg trajektorii w czasie
mo»na znale¹¢ rozwi¡zuj¡c ten ukªad równa«.

Dwa równania ró»niczkowe pierwszego rz¦du (1.1) s¡ równowa»ne jednemu
równaniu ró»niczkowemu rz¦du drugiego, z drug¡ pochodn¡ wzgl¦dem czasu. Ró»-
niczkuj¡c pierwsze równianie i podstawiaj¡c drugie otrzymujemy równanie

q̈ = −ω2 sin q. (1.2)

Ma ono posta¢ równania Newtona: przyspieszenie (druga pochodna wychylenia
po czasie) jest wprost proporcjonalne do siªy dziaªaj¡cej w kierunku ruchu ±rodka
masy wahadªa, zmieniaj¡cej si¦, jak mo»na zauwa»y¢ z rys. 1.1, tak jak sinus k¡ta
wychylenia.

Dla maªych wychyle« funkcj¦ sinus mo»na przybli»y¢ przez warto±¢ jej argu-
mentu, sin q ≈ q, i równania (1.1) upraszczaj¡ si¦ do

q̇ = ωp, ṗ = −ωq. (1.3)

�atwo sprawdzi¢ wykonuj¡c proste ró»niczkowanie, »e ich rozwi¡zanie rozpoczy-
naj¡ce si¦ w stanie o wspóªrz¦dnych q(0) = A i p(0) = 0 (nieruchome wahadªo
wychylone o k¡t A) stanowi¡ funkcje

q(t) = A cosωt, p(t) = −A sinωt, (1.4)
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Rys. 1.2. (a) Trajektorie ruchu wahadªa. Przy maªych warto±ciach energii caªkowitej waha-
dªo wykonuje oscylacje dookoªa stanu równowagi (q, p) = (0, 0) (trajektorie zbli»one do elipsy).
Przy du»ych warto±ciach energii wahadªo porusza si¦ natomiast ruchem rotacyjnym z pr¦dko±ci¡
k¡tow¡ nie spadaj¡c¡ nigdy do zera (trajektorie zamkni¦te przechodz¡ce przez lini¦ q = ±π).
Granic¦ pomi¦dzy obu rodzajami ruchu stanowi¡ dwie trajektorie, wzdªu» których wahadªo
niesko«czenie wolno osi¡ga maksymalny k¡t wychylenia π lub −π. Stany równowagi stabilnej
(q, p) = (0, 0) i niestabilnej (q, p) = (±π, 0) tworz¡ trajektorie jednoelementowe. (b) Pole wek-
torów stycznych na przestrzeni stanów z rysunku (a). Skªadowa wektora stycznego w kierunku
q jest zawsze równa lokalnej warto±ci pr¦dko±ci k¡towej p (porównaj pierwsze z równa« (1.1)

przedstawiaj¡ce ruch oscyluj¡cy z amplitud¡ A i okresem 2π/ω. Staªy parametr
ω nazywamy cz¦sto±ci¡ k¡tow¡ oscylacji.

Równania (1.3) mo»na zapisa¢ w postaci

q̇ =
∂H
∂p

, ṗ = −∂H
∂q

, (1.5)

w której prawe strony stanowi¡ pochodne cz¡stkowe pewnej funkcji wychylenia i
pr¦dko±ci k¡towej (momentu p¦du)

H(q, p) =
ωp2

2
+

ωq2

2
. (1.6)

Ma ona sens caªkowitej energii ukªadu. Pierwszy skªadnik, zale»ny od pr¦dko±ci
(p¦du, czy momentu p¦du), nosi nazw¦ energii kinetycznej a drugi, zale»ny od
wychylenia, energii potencjalnej. Zgodnie z równaniami (1.4) w trakcie ruchu
wahadªa w zakresie maªych k¡tów wychyle« nast¦puje cykliczna zamiana energii
potencjalnej w kinetyczn¡.

Równania ruchu ka»dego ukªadu �zycznego opisywanego przez mechanik¦ kla-
syczn¡ maj¡ posta¢ (1.5) z tym, »e zmienna q jest w ogólno±ci zast¡piona przez
wektor, czyli ci¡g zmiennych q = (q1, q2, . . . qn), ogólnie nazywanych poªo»e-
niami a zmienna p przez ci¡g zmiennych p = (p1, p2, . . . pn), ogólnie nazywa-
nych p¦dami. Liczba n okre±la liczb¦ stopni swobody ukªadu. Stan klasycznego
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ukªadu mechanicznego opisany jest wi¦c razem przez wektor o 2n wspóªrz¦dnych
(q, p) = (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn). Przestrze« stanów mechaniki klasycznej okre±lo-
nych przez poªo»enia i p¦dy nazywamy przestrzeni¡ fazow¡, a trajektorie w tej
przestrzeni, trajektoriami fazowymi. Rzeczywista funkcja okre±lona na przestrzeni
fazowej H = H(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) nazywa si¦ hamiltonianem (Newton, 1996).

Pola �zyczne maj¡ continuum (niesko«czon¡ i nieprzeliczaln¡ liczb¦) stopni
swobody. Stan pola elektromagnetycznego, jak sama nazwa wskazuje, scharakte-
ryzowany jest przez pole zarówno elektryczne jak i magnetyczne, oba b¦d¡ce funk-
cjami wektorowymi okre±lonymi na trójwymiarowej przestrzeni �zycznej. Zmian¦
w czasie tych pól opisuj¡ ró»niczkowe cz¡stkowe równania Maxwella. W me-
chanice kwantowej przestrzeni¡ stanów jest niesko«czenie wymiarowa przestrze«
zespolonych funcji falowych a równaniem ruchu jest ró»niczkowe cz¡stkowe rów-
nanie Schrödingera. W wypadku ukªadu wielu nieodró»nialnych cz¡stek ze spinem
wªa±ciwszy jest j¦zyk operatorowych pól kwantowych (Newton, 1996). Podkre±lmy
wyra¹nie, »e ewolucja funkcji falowej, czy ogólniej, pola kwantowego odbywa si¦ w
sposób caªkowicie zdeterminowany; tylko proces pomiaru, sprz¦gaj¡cy mikrosko-
powy obiekt z makroskopowym obserwatorem, zawiera elementy indeterminizmu.

Podstawowe równania �zyki przedstawia rysunek 1.3. Potraktujmy go jako
gra�k¦ nie wchodz¡c w szczegóªy, których gª¦bsze zrozumienie wymaga kilku lat
solidnych studiów. Wszystkie równania s¡ zapisem matematycznym praw �zyki
okre±laj¡cych zdeterminowan¡ w czasie ewolucj¦ stanu ukªadów do których opisu
si¦ stosuj¡. Zauwa»my, »e wszystkie zawieraj¡, podobnie jak równanie (1.1),
pierwsz¡ pochodn¡ wzgl¦dem czasu t.

q̇i =
∂H
∂pi

, ṗi = −∂H
∂qi

∂

∂t
E = c2 ∂

∂r
×B,

∂

∂t
B = − ∂

∂r
× E

ih̄
∂

∂t
ψ = Hψ

ih̄
∂

∂t
Ψ =

(
−iα · ∂

∂r
+ mβ + eφ−α ·A

)
Ψ

Rys. 1.3. Równania mechaniki klasycznej, elektrodynamiki, mechaniki kwantowej i elektrody-
namiki kwantowej (kwantowej teorii pola)
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1.3 Nieodwracalno±¢ procesów makroskopowych
Z codziennego do±wiadczenia dobrze wiadomo, »e równania (1.3) i ich rozwi¡zanie
(1.4) niezupeªnie dokªadnie opisuj¡ ruch wahadªa i to bynajmniej nie dlatego, »e
przyj¦li±my zaªo»enie maªych wychyle«. Ruch ka»dego rzeczywistego wahadªa
makroskopowego jest tªumiony, co wymaga wprowadzenia do drugiego z równa«
(1.3) dodatkowej siªy tarcia, proporcjonalnej do pr¦dko±ci, a wi¦c p¦du:

q̇ = ωp, ṗ = −ωq − 2κp. (1.7)

Rozwi¡zania ukªadu (1.7) dla ró»nych warto±ci parametru κ przedstawia rys. 1.4.
Charakter rozwi¡za« zale»y od stosunku parametru tªumienia κ do cz¦sto±ci

drga« ω. Dla 0 < κ/ω < 1 wahadªo wykonuje oscylacje tªumione (rys. 4.b),
natomiast dla κ/ω wi¦kszego od warto±ci krytycznej 1, wahadªo zmierza do stanu
równowagi (q, p) = (0, 0) w sposób aperiodyczny (rys. 4.c). Dla bardzo du»ych
warto±ci stosunku κ/ω w przebiegu trajektorii ruchu wahadªa wyra¹nie wyró»ni¢
mo»na dwa etapy (rys. 4.d). W pierwszym etapie, pr¦dko±¢ pocz¡tkowa bardzo
szybko spada do niewielkiej warto±ci okre±lonej przez chwilow¡ warto±¢ wychylenia
i potem, w drugim etapie, zmienia si¦ zgodnie ze zmian¡ warto±ci tej ostatniej
zmiennej. Wszystkie trajektorie ruchu w drugim etapie praktycznie pokrywaj¡ si¦,
cho¢ niezupeªnie dokªadnie, bo przeczyªoby to zasadzie determinizmu, zgodnie z
któr¡ przez ka»dy punkt okre±laj¡cy stan ukªadu przechodzi¢ mo»e tylko jedna
trajektoria.

Je±li nie interesuj¡ nas zmiany stanu ukªadu w przedziaªach czasu krótszych
od czasu trwania pierwszego, przej±ciowego etapu ruchu, mo»emy okre±li¢ zmiany
w samym tylko drugim etapie przyjmuj¡c warunek stacjonarno±ci:

ṗ = −ωq − 2κp = 0. (1.8)

Oznacza on zaniedbywalnie maª¡ zmian¦ pr¦dko±ci w etapie drugim w porównaniu
ze zmian¡ tej pr¦dko±ci w etapie pierwszym i pozwala okre±li¢ zale»no±¢ pr¦dko±ci
(p¦du) od wychylenia (poªo»enia):

p = −(ω/2κ)q. (1.9)

Podstawiaj¡c t¦ zale»no±¢ do pierwszego z równa« (1.7) otrzymujemy jedno tylko
równanie dla jednej zmiennej q:

q̇ = −kq, (1.10)

gdzie k ≡ ω2/2κ. Równanie to opisuje zmian¦ w czasie wychylenia wahadªa w
drugim, stacjonarnym etapie ewolucji i posiada, jak ªatwo sprawdzi¢, rozwi¡zanie

q(t) = q(0)e−kt, (1.11)

przedstawiaj¡ce eksponencjalny w czasie zanik wychylenia do zera. Przedsta-
wione rozumowanie pokazuje jak mo»na upro±ci¢ czasowy opis ewolucji ukªadu w
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Rys. 1.4. Przykªady rozwi¡za« ukªadu równa« (1.7). (a) κ = 0: oscylacje niegasn¡ce, porównaj
rys. 2.a dla maªych wychyle«. (b) κ = 0, 2 ω: oscylacje gasn¡ce. (c) κ = 2 ω: aperiodyczny
zanik wychylenia i pr¦dko±ci k¡towej. (d) κ = 20 ω: aperiodyczny zanik wychylenia z pr¦dko-
±ci¡ praktycznie jednoznacznie okreslon¡ przez to wychylenie (pocz¡tkowy okres szybkich zmian
pr¦dko±ci jest zaniedbywalnie krótki, co wida¢ z du»ych odlegªo±ci pomi¦dzy kropkami odpo-
wiadaj¡cym krokom czasowym 0, 01/ω). Rysunki wykonano za pomoc¡ programu DiGraph
Tomasza Jarusa
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przypadku wyst¦powania dwóch skal czasowych: zaniedbywalnie szybkiej, charak-
teryzuj¡cej w naszym wypadku zachowanie zmiennej p, i wolnej, charakteryzuj¡cej
zachowanie wa»niejszej zmiennej q.

W porównaniu z determinizmem czystej mechaniki determinizm �zyki ukªa-
dów z tarciem, opisywany przez równania typu (1.7), jest troch¦ uªomny. Warto-
±ci pocz¡tkowe skªadowych wektora stanu q(0) i p(0) rzeczywi±cie jednoznacznie
determinuj¡ warto±ci tych skªadowych we wszystkich chwilach pó¹niejszych. Pró-
buj¡c jednak okre±li¢ q i p nie w przyszªo±ci, a w przeszªo±ci, mo»e si¦ zdarzy¢,
»e otrzymamy warto±ci nie�zyczne: niesko«czenie wielkiego wychylenia (a wi¦c
energii potencjalnej) czy niesko«czenie wielkiej pr¦dko±ci k¡towej (a wi¦c ener-
gii kinetycznej). Trajektorie przedªu»ane wstecz wychodz¡ poza obszar �zycznie
sensownych stanów. Równania (1.7), w przeciwie«stwie do równa« (1.1), s¡ nie-
odwracalne w czasie.

W ogólno±ci prawa ruchu na poziomie makroskopowym s¡ nieodwracalne, a
na poziomie mikroskopowym, odwracalne w czasie. Jednym z zada« �zyki sta-
tystycznej stanowi¡cej przedmiot tego rozdziaªu jest wyja±nienie w jaki sposób
makroskopowa nieodwracalno±¢ wynika z mikroskopowych, odwracalnych praw
ruchu atomów i cz¡steczek.

1.4 Niestabilno±¢ ruchu jako przyczyna nieodwracal-
no±ci

W przeciwie«stwie do równa« (1.7), równania mechaniki (1.5) nie tylko »e po-
siadaj¡ wydawaªoby si¦ �zycznie sensowne rozwi¡zania zarówno dla t ≥ 0 jak i
t < 0 lecz, co wi¦cej, s¡ niezmiennicze wzgl¦dem transformacji (Penrose, 1979;
Prigogine i Stengers, 1990; Newton 1996)

t, pi 7→ −t,−pi (1.12)

(zamiana kierunku pªyni¦cia czasu poª¡czona z równoczesnym odwróceniem zwro-
tu wszystkich p¦dów). Symetria (1.12) oznacza, »e je±li (q(t), p(t)) jest rozwi¡-
zaniem ukªadu równa« (1.5), to równie» (q(−t),−p(−t)) musi by¢ rozwi¡zaniem
tego ukªadu. Schematycznie przedstawiono to na rys. 1.5.a, gdzie q i p repre-
zentuj¡ w ogólno±ci n-wymiarowe wektory q = (q1, q2, . . . qn), p = (p1, p2, . . . pn).
Rzeczywi±cie, nie mo»na odró»ni¢, czy �lm, przedstawiaj¡cy ruch wahadªa bez
tarcia, wy±wietlany jest od pocz¡tku, czy od ko«ca. W ukªadzie mechanicznym
wydaje si¦ mo»liwa nie tylko rekonstrukcja, ale i realny powrót do stanu z prze-
szªo±ci. Rysunek 1.5.a sugeruje �podró» w czasie� polegaj¡c¡ na dwukrotnym
zastosowaniu operacji odwrócenia p¦dów.

Wªasno±¢ odwracalno±ci ruchu nie zale»y od liczby wymiarów przestrzeni sta-
nów, ale w wypadku ukªadów makroskopowych, skªadaj¡cych si¦ z ogromnej liczby
cz¡steczek, wydaje si¦ nie by¢ speªniona. Niech pªaszczyzna na rysunku 1.5 re-
prezentuje bardzo wysoko wymiarow¡ przestrze« stanów pewnej obj¦to±ci wody
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Rys. 1.5. (a) Z symetrii równa« mechaniki wynika, »e wraz z odcinkiem trajektorii 1 2 przestrze«
stanów musi zawiera¢ odcinek trajektorii 2̄ 1̄, b¦d¡cy symetrycznym odbiciem odcinka 1 2 w
pªaszczy¹nie p = 0. Odcinek 2̄ 1̄ trajektorii opisuje ruch odwrotny do ruchu opisanego odcinkiem
1 2. Ukªad, który, startuj¡c ze stanu 1, osi¡gn¡ª po czasie t stan 2, powróci do stanu 1, je±li
odwróci¢ p¦dy (przej±¢ z 2 do 2̄), pozwoli¢ na swobodn¡ ewolucj¦ do 1̄ przez nast¦pny okres czasu
t, i ponownie odwróci¢ p¦dy. (b) W wypadku, gdy ruch jest niestabilny, niesko«czenie maªa
niedokªadno±¢ w realizacji odwrócenia p¦dów mo»e wprowadzi¢ ukªad na zupeªnie nieoczekiwan¡
trajektori¦ 2̄′1̄′. Symetryczn¡ do trajektorii 2̄′1̄′ jest trajektoria 1′2′. Mo»na j¡ uwa»a¢ za
alternatyw¦ do trajektorii 1 2 przy próbie rekonstrukcji przeszªo±ci ukªadu, o kórym ze sko«czon¡
tylko dokªadno±ci¡ wiadomo, »e znajduje si¦ w stanie 2.

w sadzawce. W tym ukªadzie ªatwo mo»na sobie wyobrazi¢ na przykªad pro-
ces zachodz¡cy od momentu wrzucenia do wody kamienia (stan 1) do momentu
doj±cia do brzegu wywoªanych tym zdarzeniem koncentrycznie rozchodz¡cych si¦
fal (stan 2). Dopuszczalny przez mechanik¦ proces odwrotny, rozpoczynaj¡cy
si¦ falami cofaj¡cymi si¦ od brzegu (stan 2̄) i ko«cz¡cy wyrzuceniem kamienia
ze ±rodka sadzawki (stan 1̄), nie jest jednak nigdy obserwowany. Je±li zoba-
czymy co± takiego na �lmie, to od razu domy±limy si¦, »e jest on wy±wietlany
od ko«ca. Sprzeczno±¢ pomi¦dzy wyra¹n¡ nieodwracalno±ci¡ zjawisk makrosko-
powych a spodziewan¡ odwracalno±ci¡ zjawisk mechanicznych, sformuªowana w
latach 70-ch XIX wieku przez Loschmidta jako tzw. �paradoks odwracalno±ci�,
wydawaªa si¦ ±wiadczy¢ przeciwko rodz¡cej si¦ wówczas �zyce statystycznej, usi-
ªuj¡cej sprowadzi¢ makroskopowe prawa termodynamiki do mikroskopowych praw
mechaniki.

Pozorn¡ sprzeczno±¢ pomi¦dzy nieodwracalno±ci¡ zjawisk makroskopowych a
odwracalno±ci¡ praw mechaniki tªumaczy asymetryczna niestabilno±¢ trajekto-
rii (Penrose, 1979; Prigogine i Stengers, 1990), patrz rys. 1.5.b. Kamie« mo»na
wrzuci¢ do wody (stan 1) na wiele ró»nych sposobów otrzymuj¡c za ka»dym ra-
zem podobny rezultat (stan 2). Kamie« wylatuj¡cy z wody (stan 1̄) mo»na jednak
zaobserwowa¢ tylko pod warunkiem praktycznie niewykonalnej, niesko«czenie do-
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kªadnej preparacji stanu pocz¡tkowego 2̄. Ju» bardzo maªa niedokªadno±¢ spro-
wadza ukªad na caªkiem inn¡ trajektori¦ 2̄′1̄′. Równie» niekontrolowalnie maªa
niedokªadno±¢ w odwróceniu p¦dów mo»e prowadzi¢ do nieobliczalnych skutków,
co stawia podró»nika wsiadaj¡cego do opisanego wy»ej �wehikuªu czasu� w niezbyt
bezpiecznej sytuacji.

Z symetrii (1.12) wynika, »e praktyczna niemo»liwo±¢ powrotu do przeszªo±ci
jest równowa»na praktycznej niemo»liwo±ci okre±lenia stanu tej przeszªo±ci: dwa
nieodró»nialne stany ko«cowe 2 i 2′ mog¡ wynika¢ z caªkiem ró»nych stanów
pocz¡tkowych 1 lub 1′ (patrz rys. 1.5.b).

Niestabilne ukªady mechaniczne okazuj¡ si¦ by¢ praktycznie nieodwracalnymi.
Nie ma wi¦c istotnej ró»nicy pomi¦dzy równaniami (1.7) i równaniami (1.5). Po-
dobnie jak nie wszystkie warto±ci wychylenia i pr¦dko±ci k¡towej wahadªa maj¡
sens �zyczny, nie wszystkie stany (q, p) w przestrzeni fazowej musz¡ by¢ prak-
tycznie (z dostateczn¡ dokªadno±ci¡) mo»liwe do realizacji (Brillouin, 1969). Poza
stanem �dokªadnie do góry nogami� wszystkie pozostaªe trajektorie pªaskiego wa-
hadªa s¡ stabilne tylko dlatego, »e jest ono ukªadem o jednym stopniu swobody,
jego przestrze« fazowa jest dwuwymiarowa, a ci¡gªe trajektorie w takiej prze-
strzeni musz¡ by¢ stabilne. Stabilne ukªady o wi¦kszej liczbie stopni swobody
stanowi¡ przypadek niezwykle rzadki. Badania ostatnich lat dostarczaj¡ coraz
to nowych dowodów na to, »e ukªady mechaniczne o kilku tylko stopniach swo-
body (w tym tak»e nasz Ukªad Planetarny, tradycyjny obiekt bada« mechaniki
od ponad 300 lat) zawieraj¡ w przestrzeni fazowej tylko niewielkie obszary wy-
peªnione trajektoriami w peªni stabilnymi. Znacznie bardziej typowy jest ruch
cz¦±ciowo stabilny (tylko dla wybranych stopni swobody) lub wr¦cz niestabilny
(Berry, 1979).

1.5 Atomowo-cz¡steczkowa struktura materii
Zjawisko tarcia, czy ogólniej, dysypacji (nieodwracalnej utraty energii w wyró»nio-
nym stopniu swobody) zwi¡zane jest z faktem, »e w rozwa»ane procesy zaanga»o-
wane s¡ ogromne liczby mikroskopowych cz¡steczek. Termodynamika jest teori¡
zjawisk �zycznych w skali makroskopowej, ale wªasno±ci obiektów, którymi si¦
zajmuje, s¡ konsekwencj¡ ich struktury mikroskopowej. Blisko dziesi¦¢ pokole«
uczonych pracowaªo nad sformuªowaniem i uzasadnieniem dwóch podstawowych
tez, których dzisiaj nikt ju» nie podaje w w¡tpliwo±¢. Wymieniaj¡c je mo»e warto
przypomnie¢ najwa»niejsze kroki (Ochoa i Corey, 1999).

(1) Materia w skali makroskopowej zbudowana jest z ogromnej liczby
cz¡steczek

• D. Bernoulli, rok 1738 � poª¡czenie mechaniki newtonowskiej z rachunkiem
prawdopodobie«stwa, pocz¡tki kinetycznej teorii gazów,

• A. Avogadro, rok 1811 � sformuªowanie hipotezy, »e jednakowe obj¦to±ci
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ró»nych chemicznie gazów zawieraj¡ tak¡ sam¡ liczb¦ cz¡steczek,

• A. K. Krönig, rok 1856, R. E. Clausius, rok 1857 � peªna statystyczna
interpretacja praw gazowych,

• J. Loschmidt, rok 1865 � oszacowanie rz¦du liczby Avogadro na 1023 cz¡-
steczek w jednym molu,

• J. C. Maxwell, rok 1866, L. Boltzmann, rok 1872 � statystyczna interpre-
tacja zjawisk transportu,

• A. Einstein, rok 1905, M. Smoluchowski, rok 1906 � �uktuacyjna teoria
ruchów Browna,

• T. Svedberg, J. B. Perrin, rok 1909 � potwierdzenie teorii �uktuacji termo-
dynamicznych obserwacjami dyfuzji w roztworach koloidalnych i emulsjach,

• G. Binning, H. Rohrer i wspóªpracownicy, rok 1982 i 1986 � skonstruowanie
skaningowego mikroskopu tunelowego, a potem mikroskopu siª atomowych,
pozwalaj¡cych na ogl¡danie i manipulowanie pojedynczymi cz¡steczkami.

(2) Cz¡steczki skªadaj¡ si¦ z atomów, a atomy z ujemnie naªadowanych
elektronów i dodatnio naªadowanych j¡der

• J. Dalton, rok 1805 � wyja±nienie chemicznych praw stosunków staªych i
wielokrotnych,

• M. Faraday, rok 1833 � prawa elektrolizy,

• D. Mendelejew, L. Meyer, rok 1869 � ukªad okresowy pierwiastków,

• J. H. van't Ho�, rok 1874 � zasady stereochemii,

• S. Arrhenius, rok 1884 � teoria jonowa elektrolitów,

• J. J. Thomson i E. Wiechert, rok 1897, R. A. Millikan, rok 1911 � wyzna-
czenie ªadunku i masy elektronu,

• E. Rutherford, rok 1911 � odkrycie j¡dra atomowego,

• M. von Laue, rok 1912, W. H i W. L. Braggowie, rok 1913 � dyfrakcja
promieni rentgenowskich na krysztaªach,

• N. Bohr, rok 1913, W. Heisenberg i E. Schrödinger, rok 1926 � elektrony i
j¡dra oddziaªuj¡ siªami elektromagnetycznymi zgodnie z prawami mechaniki
kwantowej,

• F. Hund, W. Heitler i F. London, rok 1927 � podstawy kwantowo-mecha-
nicznej teorii wi¡zania chemicznego,
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• M. Born, J. R. Oppenheimer i nast¦pcy (po roku 1927) � w ustalonym
kwantowym stanie elektronowym ruch j¡der okre±lony jest przez efektywny
potencjaª �adiabatyczny� opisuj¡cy zarówno silne wi¡zania chemiczne jak i
sªabsze, niechemiczne oddziaªywania wewn¡trz- i mi¦dzycz¡steczkowe,

• kilka niezale»nych zespoªów, rok 1986 � obserwacja procesów kwantowych
zachodz¡cych w pojedynczych atomach uwi¦zionych w puªapkach elektro-
magnetycznych lub optycznych.

1.6 Zespóª statystyczny. Wªasno±¢ mieszania i d¡»enie
do równowagi termodynamicznej

Wielka metodologiczna rola zasady determinizmu mechanicznego polega na od-
ró»nieniu ogólnych praw ruchu od jednostkowych faktów � danych charaktery-
zuj¡cych stan konkretnego ukªadu w wybranym momencie czasu. O ile prawa
�zyki znamy ju» zupeªnie nie¹le (rys. 1.3), dostatecznie dokªadne okre±lenie stanu
badanych ukªadów sprawia nam, w ogólno±ci, trudno±ci nie do pokonania. War-
to±¢ metodologiczna determinizmu mechanicznego nie musi oznacza¢ wi¦c auto-
matycznie jego warto±ci prognostycznej � praktycznego przewidywania stanów w
dowolnej przyszªo±ci lub rekonstruowania ich w dowolnej przeszªo±ci.

Na kªopoty z okre±leniem stanu pocz¡tkowego skªada si¦ kilka przyczyn (Bril-
louin, 1969; Prigogine i Stengers, 1990; Kurzy«ski, 1993). Po pierwsze, wielko±¢
ukªadu powoduj¡ca, »e peªna charakterystyka stanu wymaga podania zbyt du»ej
ilo±ci liczb. Mikrometr sze±cienny ciekªej wody, obiekt o rozmiarach zbli»onych
do komórki bakteryjnej, zawiera 3× 1010 cz¡steczek, których same tylko transla-
cyjne stopnie swobodny charakteryzuje wektor stanu o 2 × 1011 skªadowych. Po
drugie, dyskutowana ju» niestabilno±¢ ruchu. Stan niestabilnego ukªadu, nawet o
kilku tylko stopniach swobody, musi by¢ okre±lony z ogromn¡ precyzj¡ by mo»na
byªo przewidzie¢ jego ewolucj¦ w rozs¡dnym przedziale czasu. Z punktu widzenia
przetwarzania informacji, do opisu stanu zarówno stabilnego ukªadu o wielkiej ilo-
±ci stopni swobody jak i ukªadu o maªej ilo±ci stopni swobody, lecz niestabilnego,
potrzeba praktycznie niesko«czonej ilo±ci cyfr (bitów).

Trzecia przyczyna kªopotów jest natury bardziej fundamentalnej. Aby okre-
±li¢ stan ukªadu, trzeba dokona¢ pomiaru, podczas którego mo»na ten stan za-
burzy¢. Zaburzenie, nieuniknione podczas sprz¦»enia makroskopowego (klasycz-
nego) przyrz¡du pomiarowego z mikroskopowym obiektem kwantowym, uniemo»-
liwia peªne okre±lenie jego funkcji falowej, a tym samym wykorzystanie deter-
minizmu zawartego w równaniu Schrödingera. Zaburzenie stanu ukªadu przez
obserwacj¦ nie jest bynajmniej domen¡ tylko �zyki kwantowej. Oczywist¡ jest
na przykªad rzecz¡, »e im dokªadniej badamy stan organizmu biologicznego, tym
mniej jest to dla niego oboj¦tne. Zbyt szczegóªowe dane mog¡ okaza¢ si¦ dla
prognozowania wr¦cz nieu»yteczne ze wzgl¦du na ±mier¢ obiektu w trakcie ich
zbierania.
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Podobnej natury jest przyczyna czwarta: niemo»liwo±¢ caªkowitego wyelimi-
nowania wpªywu otoczenia na badany ukªad. W ukªadach dynamicznie niestabil-
nych nieprzewidywalne skutki powoduje nie tylko niesko«czenie maªa niedokªad-
no±¢ w okre±leniu stanu, lecz tak»e niesko«czenie maªy wpªyw otoczenia. Bardzo
obrazowy jest cz¦sto przytaczany przykªad pochodz¡cy od matematyka Borela
z pocz¡tku XX wieku, »e przesuni¦cie na Syriuszu masy jednego grama o jeden
centymetr powoduje zmian¦ grawitacji wystarczaj¡c¡ na to, by cz¡steczka gazu
w atmosferze odlegªej Ziemi ju» po kilkudziesi¦ciu zderzeniach zmieniªa partnera
kolejnego zderzenia! Mechanika kwantowa ju» z samej natury jest holistyczna �
z faktu, »e caªo±¢ znajduje si¦ w okre±lonym stanie opisywanym funkcj¡ falow¡
bynajmniej nie wynika, »e w takim stanie znajduje si¦ jaka± cz¦±¢ tej caªo±ci. W
�zyce kwantowej na ukªad oddziaªywuje nawet otoczenie, którego formalnie nie
ma: drgania tak zwanej pró»ni pola elektromagnetycznego, nie zawieraj¡cej ani
jednego fotonu, powoduj¡ce spontaniczn¡ emisj¦ promieniowania.

Fizyka statystyczna znalazªa prosty sposób obej±cia problemu nieznajomo±ci
stanu pocz¡tkowego. Zamiast pojedynczego ukªadu rozwa»a zespóª wielu iden-
tycznych kopii tego ukªadu ró»ni¡cych si¦ tylko stanem pocz¡tkowym. Pojedyncza
trajektoria fazowa zostaje w ten sposób zast¡piona strumieniem fazowym (Pen-
rose, 1979). Trajektorie wchodz¡ce w skªad strumienia mog¡ zachowywa¢ si¦
stabilnie, gdy niewielka zmiana stanu pocz¡tkowego nie prowadzi do istotnych
ró»nic w ich przebiegu, lub niestabilnie, gdy skutki niesko«czenie maªej zmiany
stanu pocz¡tkowego okazuj¡ si¦ ogromne.

Dla �zyki statystycznej interesuj¡ce s¡ ekstremalnie niestabilne ukªady me-
chaniczne posiadaj¡ce wªasno±¢ mieszania strumienia w post¦pie wykªadniczym
(Penrose, 1979; Prigogine i Stengers, 1990). Po pewnym czasie, zwanym cza-
sem stochastyzacji, stany zespoªu ukªadów o tej wªasno±ci rozkªadaj¡ si¦ prak-
tycznie jednorodnie na caªym dost¦pnym dla ruchu obszarze przestrzeni fazowej
(rys. 1.6.a). Jednorodny rozkªad stanów ko«cowych jest zupeªnie niezale»ny od
rozkªadu stanów pocz¡tkowych, których znajomo±¢ okazuje si¦ w tym wypadku
zb¦dna. Skuteczno±¢ metod �zyki statystycznej w ró»norodnych zastosowaniach
jest silnym argumentem wskazuj¡cym na to, »e niestabilne zachowanie z miesza-
niem w post¦pie wykªadniczym jest typowe dla ukªadów skªadaj¡cych si¦ z wielu
identycznych cz¡steczek.

Przechodz¡c w granicy do continuum (niesko«czonej i nieprzeliczalnej liczby)
ukªadów, których stany wypeªniaj¡ pocz¡tkowo pewien regularny obszar o nie-
zerowej obj¦to±ci, otrzymujemy obraz strumienia fazowego schematycznie przed-
stawiony na rys. 1.6.b. Ci¡gªo±¢ ewolucji wymaga, aby obszar stanów zespoªu
nie traciª swojej spójno±ci, natomiast znane z mechaniki klasycznej twierdzenie
Liouville'a »¡da zachowania pocz¡tkowej warto±ci obj¦to±ci. Wynikiem ewolucji
z mieszaniem w post¦pie wykªadniczym musi by¢ obszar o fantastycznym, roz-
czªonkowanym ksztaªcie w sposób g¦sty rozprzestrzeniaj¡cy si¦ na caªy dost¦pny
podzbiór przestrzeni fazowej, ale go nie pokrywaj¡cy (Penrose, 1979; Prigogine i
Stengers, 1990).

1.13



t1 t2

t1 t2

(a)

A

A

A

(b)

(c)

t2

Rys. 1.6. Schematyczny obraz ewolucji czasowej zbioru stanów pocz¡tkowych ukªadu mecha-
nicznego posiadaj¡cego wªasno±¢ mieszania w post¦pie wykªadniczym. Po czasie stochastyzacji
zbiór A rozprzestrzenia si¦ jednorodnie na caªy dost¦pny dla ruchu obszar przestrzeni fazowej.
Czas t1 jest krótszy, a t2, dªu»szy od czasu stochastyzacji. (a) Przypadek, gdy zbiór A jest prze-
liczalny. (b) Przypadek, gdy zbiór A jest nieprzeliczalny i ma ró»n¡ od zera obj¦to±¢. Zgodnie
z twierdzeniem Liouville'a obj¦to±¢ zbioru stanów nie mo»e w czasie ewolucji ulega¢ zmianie,
st¡d rozprzestrzenienie si¦ wyj±ciowego zbioru nie oznacza, »e pokrywa on caªy dost¦pny obszar.
(c) Pogrubienie opisu ewolucji przeliczalnego zespoªu stastystycznego dokonywane nie tylko w
chwili pocz¡tkowej, ale i ko«cowej.
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Przyjmuj¡c pocz¡tkowy rozkªad stanów w zespole statystycznym taki jak na
rysunku 1.6.b (continuum stanów wypeªniaj¡cych obszar o niezerowej obj¦to±ci),
dokonujemy operacji pogrubienia opisu rzeczywistego zespoªu, który w najlep-
szym wypadku mo»e skªada¢ si¦ z bardzo du»ej, ale zawsze przeliczalnej liczby
elementów. Oczywi±cie wynik ewolucji � jednorodne rozprzestrzenienie si¦ sta-
nów na caªy dost¦pny podzbiór przestrzeni fazowej � jest, w wypadku ukªadów
z mieszaniem, niezale»ny od rozkªadu stanów pocz¡tkowych i od tego, czy jest
ich przeliczalna liczba, czy continuum. Operacja pogrubiania opisu ma jednak
gª¦boki sens �zyczny, gdy» uwzgl¦dnia niepewno±¢ pomiarow¡ przy okre±laniu
stanu (zast¡pienie ka»dego punktu przez wielowymiarowy sze±cian lub sfer¦ �
�piksel� � o rozmiarach okre±lonych przez bª¡d pomiaru). Operacja pogrubienia
powinna by¢ dokonywana bezpo±rednio przed ka»dym �zycznym opisem rozkªadu
stanów w zespole. W tym sensie opis rozkªadu ko«cowego stanów przedstawiony
na rysunku 1.6.b z pewno±ci¡ nie jest �zyczny. W wypadku ukªadów mechanicz-
nych z mieszaniem operacja pogrubienia nie jest przemienna z operacj¡ ewolucji.
Pogrubienie opisu po zako«czeniu ewolucji prowadzi do jednorodnego rozkªadu
stanów zespoªu pokrywaj¡cego w sposób ci¡gªy caªy dost¦pny dla ruchu podzbiór
przestrzeni stanów (rys. 1.6.c).

Stan zespoªu z jednorodnym rozkªadem stanów skªadaj¡cych si¦ na niego ukªa-
dów na caªym dost¦pnym podzbiorze przestrzeni stanów nazywamy stanem rów-
nowagi termodynamicznej (Penrose, 1979; Prigogine i Stengers, 1990).

1.7 Prawdopodobie«stwo i entropia. Prawo wzrostu
entropii

W sposób formalny pogrubiony opis ewolucji zespoªu statystycznego, schematycz-
nie przedstawiony na rys. 1.6, wyrazi¢ mo»na w j¦zyku rachunku prawdopodobie«-
stwa (van Kampen, 1990, rozdz. 1). W dalszym ci¡gu zajmowa¢ b¦dziemy si¦
tylko zespoªami statystycznymi ukªadów ewoluuj¡cych zgodnie z prawami mecha-
niki klasycznej. Stany ukªadów w zespole (punkty w przestrzeni fazowej) oznacza¢
b¦dziemy przez s, a caª¡ przestrze« stanów przez S. W ogólno±ci, ka»dy pogru-
biony rozkªad stanów w zespole opisuje pewna funkcja g¦sto±ci rozkªadu prawdo-
podobie«stwa ρ(s) zadana na S. Prawdopodobie«stwo tego, »e stan ukªadu nale»y
do okre±lonego podzbioru A przestrzeni fazowej S, wyra»a caªka obj¦to±ciowa (na
ogóª bardzo wysoko wymiarowa)

P (A) =
∫

A
ds ρ(s). (1.13)

G¦sto±¢ prawdopodobie«stwa musi by¢ unormowana do jedno±ci, czyli caªka po
caªej przestrzeni stanów ∫

S
ds ρ(s) = 1, (1.14)

co oznacza po prostu, »e ka»dy ukªad znajduje si¦ na pewno w jakim± stanie.

1.15



Dla zadanej g¦sto±ci rozkªadu prawdopodobie«stwa ρ i wybranej zmiennej
dynamicznej, czyli funkcji rzeczywistej na zbiorze stanów

X (s) = x, (1.15)

np. energii (1.6), mo»na, traktuj¡c funkcj¦ X jako zmienn¡ losow¡ rachunku
prawdopodobie«stwa, okre±li¢ jej warto±¢ oczekiwan¡

X = 〈X 〉 ≡
∫

S
ds ρ(s)X (s). (1.16)

Operacja przypisania zmiennym dynamicznym ich warto±ci oczekiwanych jest,
jako caªka, liniowa:

〈aX + bY〉 = a〈X 〉+ b〈Y〉 (1.17)

dla dowolnych dwóch zmiennych dynamicznych X i Y oraz dowolnych dwóch liczb
rzeczywistych a i b. Ró»nica zmiennej dynamicznej i jej warto±ci oczekiwanej

δX ≡ X − 〈X〉 (1.18)

nazywa si¦ �uktuacj¡. Z wªasno±ci (1.17) wynika, »e warto±¢ oczekiwana �uktuacji
równa jest zeru. Fluktuacje z równym prawdopodobie«stwem mog¡ przyjmowa¢
warto±ci dodatnie i ujemne. Niezerow¡ miar¡ �uktuacji jest odchylenie standar-
dowe, czyli pierwiastek z warto±ci oczekiwanej kwadratu �uktuacji:

σ =
√
〈(δX )2〉. (1.19)

Zaªó»my, »e znane jest prawdopodobie«stwo P (A) tego, »e stan ukªadu w
zespole nale»y do pewnego zbioru A przestrzeni S i poddajmy ukªad obserwa-
cji. W wyniku stwierdzenia (zmierzenia), »e stan ukªadu �zycznego rzeczywi±cie
nale»y do zbioru A (w rachunku prawdopodobie«stwa zbiór A ma sens zdarze-
nia) obserwator uzyskuje pewn¡ ilo±¢ informacji o badanym ukªadzie i pierwotne
prawdopodobie«stwo P (A) zamienia si¦ w pewno±¢. Ilo±¢ informacji jest tym
wi¦ksza, im mniejsze byªo prawdopodobie«stwo P (A). Odwrotnie, je±li P (A)
byªo du»e, uzyskana ilo±¢ informacji jest niewielka; innymi sªowy, ilo±¢ informacji
I jest malej¡c¡ funkcj¡ P . Ilo±¢ informacji o zaj±ciu dwóch zdarze« niezale»-
nych (którego prawdopodobie«stwo jest równe iloczynowi prawdopodobie«stw)
powinna by¢ sum¡ ilo±ci informacji o zaj±ciu ka»dego zdarzenia z osobna. Jedyna
funkcja prawdopodobie«stwa posiadaj¡ca obie te wªasno±ci ma posta¢

I(A) = −k logb P (A), (1.20)

gdzie k i b s¡ pewnymi staªymi. Logarytm jedno±ci jest równy zeru: je±li zaj±cie
zdarzenia A byªo ju» przed obserwacj¡ pewne, P (A) = 1, nie uzyskuje si¦ »adnej
nowej informacji, I(A) = 0. Formuªa (1.20) zostaªa wprowadzona w gªo±nej pracy
Shanona z roku 1948 o teorii informacji (Brillouin, 1969).
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Wybór staªych k i b okre±la jednostk¦ ilo±ci informacji. Przyjmuj¡c k = 1 i
b = 2 otrzymujemy jednostk¦ zwan¡ bitem. Jeden bit jest to ilo±¢ informacji uzy-
skana przy realizacji jednego z dwóch mo»liwych równoprawdopodobnych (P = 1

2)
zdarze« reprezentowanych przez cyfr¦ w ukªadzie dwójkowym (ang. binary digit)
0 lub 1:

I = − log2

1
2

= 1. (1.21)

Ilo±¢ informacji zawarta w trzycyfrowej liczbie zapisanej w ukªadzie dziesi¦tnym
wynosi

I = − log2 P1P2P3 = − log2

1
9
− log2

1
10
− log2

1
10

= 9, 28

bitów (prawdopodobie«stwa wyboru warto±ci ka»dej z cyfr s¡ od siebie nieza-
le»ne, ilo±¢ informacji mo»na wi¦c dodawa¢; pierwsza cyfra nie mo»e by¢ zerem
i przyjmuje tylko 9 warto±ci i dopiero nast¦pne mog¡ przyjmowa¢ 10 warto±ci).
Nieco mniejsza jest ilo±¢ informacji zawarta w dowolnym ci¡gu 8 cyfr w ukªadzie
dwójkowym

I = − log2

(
1
2

)8

= log2 28 = 8

bitów, czyli 1 bajt.
Je»eli znane jest nie tylko prawdopodobie«stwo P (A) nale»enia stanu ukªadu

�zycznego do pewnego podzbioru A przestrzeni stanów S, ale caªa g¦sto±¢ roz-
kªadu prawdopodobie«stwa ρ(s) na S, mo»na, zgodnie z (1.16), okre±li¢ oczeki-
wan¡ ilo±¢ informacji, jak¡ zyska obserwator po ustaleniu stanu s ukªadu:

S = −kB

∫
ds ρ(s) ln ρ(s). (1.22)

Równo±¢ (1.22) jest identyczna z wyra»eniem zaproponowanym najpierw przez
Boltzmanna w roku 1872, a pó¹niej, w ogólnym przypadku dowolnego zespoªu
statystycznego, przez Gibbsa w roku 1902, w celu statystycznej interpretacji po-
j¦cia entropii. Nazw¡ t¡ Clausius w roku 1865 obdarzyª iloraz energii �zwi¡zanej�
(tej cz¦±ci energii wewn¦trznej, której nie mo»na u»y¢ do wykonania pracy) i
temperatury. Tutaj ln oznacza logarytm naturalny o podstawie e = 2, 718 . . .,
natomiast kB = 1, 38× 10−23 J/K jest warto±ci¡ staªej wyst¦puj¡cej w równaniu
stanu gazu doskonaªego podzielonej przez liczb¦ cz¡steczek w jednym molu i nosi
nazw¦ staªej Boltzmanna. Jednostkami entropii s¡ jednostki energii podzielone
przez jednostki temperatury.

Równanie (1.22) wymaga pewnego komentarza. Sens matematyczny mo»e
mie¢ oczywi±cie tylko logarytm wielko±ci bezwymiarowej, natomiast g¦sto±¢ praw-
dopodobie«stwa ma wymiar odwrotno±ci obj¦to±ci w przestrzeni fazowej. Z po-
staci równa« Hamiltona (1.5) wynika, »e iloczyn dowolnej wspóªrz¦dnej uogólnio-
nej i sprz¦»onego z ni¡ p¦du ma zawsze wymiar energii pomno»onej przez czas,
czyli dziaªania. Jednostka obj¦to±ci przestrzeni fazowej ma wi¦c wymiar dziaªa-
nia w pot¦dze n, gdzie n jest liczb¡ stopni swobody ukªadu. Ustalaj¡c jednostk¦
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dziaªania przechodzimy do bezwymiarowej funkcji g¦sto±ci rozkªadu prawdopo-
dobie«stwa i nadajemy równaniu (1.22) sens matematyczny. Ustalenie jednostki
dziaªania zwi¡zane jest z dokªadno±ci¡, z jak¡ obserwator okre±la mikroskopowy
stan s ukªadu. Jest to oczywi±cie sprawa takiej czy innej umowy, lecz istnieje
naturalna, �zyczna granica dokªadno±ci okre±lenia stanu klasycznego wyznaczona
przez kwant dziaªania (staª¡ Plancka) h = 6, 6× 10−34 J·s.

Niech A b¦dzie wybranym obszarem przestrzeni stanów. Policzmy entropi¦
(1.22) dla g¦sto±ci rozkªadu prawdopodobie«stwa staªej na zbiorze A, lecz poza
nim znikaj¡cej (porównaj rys. 1.6.b):

ρ(s) =

{
Ω−1 je±li s nale»y do A
0 je±li s nie nale»y do A.

(1.23)

Aby prawdopodobie«stwo byªo unormowane do jedno±ci, równanie (1.14), staªa
Ω musi mie¢ sens obj¦to±ci obszaru A:

Ω =
∫

A
ds. (1.24)

Mamy
S = −kB

∫

S
ds ρ(s) ln ρ(s) = kB

∫

A
dsΩ−1 ln Ω = kB ln Ω, (1.25)

czyli entropia jest proporcjonalna do logarytmu obj¦to±ci obszaruA, a dokªadniej,
liczby zawartych w A jednostkowych elementów obj¦to±ci okre±laj¡cych dokªad-
no±¢ wyznaczenia stanu. W oryginalnym sformuªowaniu Boltzmanna entropia
jest proporcjonalna do logarytmu liczby mo»liwych realizacji danego makrostanu
(czyli stanu zespoªu statystycznego) przez mikrostany (stany ukªadów tworz¡cych
ten zespóª).

Poniewa» obj¦to±¢ w przestrzeni fazowej mechaniki klasycznej jest zachowana
w czasie ewolucji (twierdzenie Liouville'a), równie» entropia zespoªu statystycz-
nego, policzona dla rozkªadu prawdopodobie«stwa ρ(s) ewoluuj¡cego ±ci±le we-
dªug równa« ruchu, pozostaje niezmienna (rysunek 1.6.b). Ale, jak stwierdzili-
±my, sens �zyczny ma rozkªad prawdopodobie«stwa pogrubiany za ka»dym razem
gdy chcemy opisa¢ zespóª. W ukªadach z mieszaniem pogrubiany rozkªad praw-
dopodobie«stwa rozszerza si¦ w okre±lonej skali czasowej na caªy dost¦pny pod-
zbiór stanów (rysunek 1.6.c). W konsekwencji, entropia pogrubianego rozkªadu w
stanie równowagi termodynamicznej jest wi¦ksza ni» w stanie pocz¡tkowym. Nie-
stabilno±¢ ruchu, czyli zjawisko mieszania, prowadzi do prawa wzrostu entropii w
czasie.

1.8 Prawo wielkich liczb
Wydawaªoby si¦, »e prawdopodobie«stwo, a co za tym idzie i entropia, jako miara
informacji posiadanej przez obserwatora przed pomiarem, charakteryzuje raczej
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obserwatora ni» ukªad. Prawdopodobie«stwo mo»na jednak wyznaczy¢ ekspery-
mentalnie (Jaynes, 1978). Jako przykªad rozwa»my do±wiadczenie z rzucaniem
monet¡. Zasada racji niedostatecznej (sformuªowana przez Daniela Bernoulliego,
którego ojciec i stryj wiele godzin sp¦dzili na tej zabawie) ka»e przypuszcza¢,
»e prawdopodobie«stwa wyrzucenia orªa lub reszki s¡ takie same, czyli ka»de jest
równe P = 0, 5. Po serii rzutów mo»e okaza¢ si¦ jednak, »e orzeª pojawiaª si¦ ±red-
nio 0,6 razy na rzut. Je±li liczba rzutów byªa dostatecznie du»a wyci¡gamy st¡d
wniosek, »e moneta nie jest symetryczna. W dalszych do±wiadczeniach spodzie-
wamy si¦ wyrzucenia orªa z prawdopodobie«stwem P = 0, 6. Warto±¢ prawdopo-
dobie«stwa charakteryzuje wi¦c nie obserwatora a badany ukªad, w tym wypadku
jego asymetri¦.

Warto±¢ prawdopodobie«stwa wyznacza si¦ w do±wiadczeniu statystycznym
wykonanym na dostatecznie du»ej próbie statystycznej. O elementach skªadowych
próby zakªadamy, »e s¡ statystycznie niezale»ne, pod czym rozumiemy brak kore-
lacji pomi¦dzy zmiennymi losowymi okre±laj¡cymi poszczególne elementy próby.
Dwie zmienne losowe (zmienne dynamiczne) X i Y nazywamy nieskorelowanymi,
je±li warto±¢ oczekiwana ich iloczynu jest równa iloczynowi warto±ci oczekiwanych:

〈XY〉 = 〈X 〉〈Y〉. (1.26)

Poniewa» z de�nicji �uktuacji (1.18) i wªasno±ci liniowo±ci (1.17) wynika, »e

〈XY〉 − 〈X〉〈Y〉 = 〈δX δY〉, (1.27)

brak korelacji zmiennych X i Y oznacza znikanie odpowiedniej funkcji korelacji
�uktuacji:

〈δX δY〉 = 0. (1.28)

Konsekwencj¡ warunku statystycznej niezale»no±ci jest niezwykle wa»ne twier-
dzenie zwane prawem wielkich liczb. Rozwa»my prób¦ statystyczn¡ N identycz-
nych zmiennych losowych (dynamicznych) X (l) o tej samej warto±ci oczekiwanej
X i odchyleniu standardowym σ:

〈X (l)〉 = X, 〈(δX (l))2〉 = σ2. (1.29)

O zmiennych X (l) zakªadamy, »e s¡ nieskorelowane:

〈δX (l)δX (l′)〉 = 0 (1.30)

dla l 6= l′. Przez ±redni¡ statystyczn¡ ci¡gu zmiennych (X (l)) rozumiemy zmienn¡
losow¡ b¦d¡c¡ ich ±redni¡ arytmetyczn¡:

X ≡ 1
N

N∑

l=1

X (l). (1.31)
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Z wªasno±ci liniowo±ci (1.17) wynika, »e warto±¢ oczekiwana ±redniej statystycznej
X pokrywa si¦ z warto±ci¡ oczekiwan¡ X:

〈
X

〉
=

〈
1
N

N∑

l=1

X (l)

〉
=

1
N

N∑

l=1

〈X (l)〉 = X. (1.32)

Korzystaj¡c natomiast z niezale»no±ci statystycznej (1.30) zmiennych X (l), otrzy-
mujemy

〈
(δX )2

〉
=

〈
(X −X)2

〉
=

〈[
1
N

∑

l

(X (l) −X)

]2〉

=
1

N2

〈[∑

l

δX (l)

]2〉
=

1
N2

∑

ll′
〈δX (l)δX (l′)〉 =

σ2

N
(1.33)

(z sumy N2 skªadników w przedostatnim wyra»eniu tylko N ró»nych jest od zera),
czyli odchylenie standardowe ±redniej statystycznej X od warto±ci oczekiwanej X,

√〈
(δX )2

〉
=

σ√
N

. (1.34)

W granicy N → ∞ to odchylenie d¡»y do zera, a wi¦c warto±¢ ±redniej staty-
stycznej X pokrywa si¦ z warto±ci¡ oczekiwan¡ X, czyli

X = X. (1.35)

Jest to teza prawa wielkich liczb. �rednia statystyczna X z dostatecznie du»ej
próby jest zmienn¡ losow¡ która, w przeciwie«stwie do zmiennych X (l), nie wy-
kazuje »adnych �uktuacji.

Prawdopodobie«stwo P wyrzucenia orªa w ci¡gu do±wiadcze« Bernoulliego
mo»na uwa»a¢ za warto±¢ oczekiwan¡ dychotomicznej (przyjmuj¡cej tylko dwie
warto±ci) zmiennej losowej P okre±lonej formuª¡

P =

{
1 je±li wynikiem rzutu jest orzeª
0 je±li wynikiem rzutu jest reszka. (1.36)

Rzeczywi±cie, z równa« (1.16) i (1.13) wynika, »e 〈P〉 okre±la prawdopodobie«-
stwo zbioru A stanów prowadz¡cych do upadku monety orªem do góry. Na mocy
prawa wielkich liczb P jest równe warto±ci ±redniej P, czyli uªamkowi okre±la-
j¡cemu stosunek ilo±ci rzutów pomy±lnych (liczonych ze wspóªczynnikiem 1) do
ilo±ci wszystkich rzutów w dostatecznie du»ej próbie. Mo»liwa ró»nica pomi¦dzy
warto±ci¡ ±redni¡ uzyskan¡ dla niedostatecznie du»ej próby a rzeczywist¡ war-
to±ci¡ P jest interpretowana jako bª¡d pomiaru w do±wiadczeniu statystycznym
(Jaynes, 1978).
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1.9 Fizyczne realizacje próby statystycznej
Prawo wielkich liczb pozwala uto»samia¢ warto±ci oczekiwane rachunku prawdo-
podobie«stwa z warto±ciami ±rednimi z dostatecznie du»ej próby statystycznej.
Fizyka statystyczna nazywa zreszt¡ wprost wielko±¢ X = 〈X 〉 ±redni¡ zmien-
nej dynamicznej X i nie u»ywa nazwy warto±¢ oczekiwana (van Kampen, 1990,
rozdz. 1). Prób¦ statystyczn¡ mo»e tworzy¢ zbiór wielu identycznych do±wiadcze«
wykonywanych w ró»nych chwilach czasu nad tym samym pojedynczym ukªadem
lub jedno do±wiadczenie (pomiar) wykonane równocze±nie nad wieloma identycz-
nymi ukªadami tworz¡cymi zespóª statystyczny. O ile jednak nie ma w zasadzie
problemu z realizacj¡ obu rodzajów prób w przypadku wyznaczania prawdopodo-
bie«stwa wyrzucenia orªa (zamiast podrzuca¢ wiele razy t¦ sam¡ monet¦ mo»emy
rozrzuci¢ od razu caªy worek monet, je»eli tylko taki posiadamy), to zastosowanie
zarówno jednej jak i drugiej metody w wypadku statystycznego opisu makrosko-
powych ukªadów �zycznych wymaga pewnej ostro»no±ci.

Ludwig Boltzmann, jeden z wielkich twórców �zyki statystycznej, podkre±laª,
»e podstawow¡ cech¡ pomiaru makroskopowego jest u±rednianie po czasie warto±ci
obserwowanej zmiennej dynamicznej w nast¦puj¡cych po sobie ró»nych stanach
mikroskopowych ukªadu. Wynika ono ze sko«czono±ci czasu trwania pomiaru
oraz z bezwªadno±ci u»ywanego makroskopowego przyrz¡du. Pomiar takim przy-
rz¡dem automatycznie realizuje do±wiadczenie statystyczne na próbie pierwszego
rodzaju. Kªopot polega na tym, »e nie mo»na oczekiwa¢ by zmienne dynamiczne
X (t), opisuj¡ce dan¡ wªasno±¢ ci¡gle tego samego ukªadu w ró»nych chwilach
czasowych,1 byªy w ogólno±ci statystycznie niezale»ne. Drugi wielki twórca �-
zyki statystycznej, Josiah Wilibard Gibbs, autor poj¦cia zespoªu statystycznego
które ju» wprowadzili±my w paragra�e 1.6, traktowaª obserwowane wielko±ci ma-
kroskopowe jako ±rednie z próby statystycznej stanowi¡cej ten wªa±nie zespóª.
Tutaj kªopot polega na tym, »e zespóª statystyczny wielu identycznych kopii tego
samego ukªadu byª w zamy±le swego autora tworem raczej koncepcyjnym ni» rze-
czywistym. Zawsze mamy do czynienia z jedn¡ tylko kopi¡ rozwa»anego ukªadu
makroskopowego, st¡d trudno mówi¢ o wykonywaniu na nim do±wiadcze« staty-
stycznych.

Je±li �zyka statystyczna ma prawo wykorzystywa¢ rzeczywiste realizacje obu
rodzajów prób statystycznych, to tylko dlatego, »e zajmuje si¦ ukªadami makro-
skopowymi oraz przypisuje tym ukªadom dyskutowan¡ w paragra�e 1.6 wªasno±¢
eksponencjalnie szybkiego mieszania (podkre±lmy, »e mieszanie jest indywidualn¡
wªasno±ci¡ ukªadu, a nie zespoªu). Wªasno±¢ mieszania jest matematycznie nie-
zwykle silna. Po pierwsze, wynika z niej ergodyczno±¢ (Penrose, 1979), równo±¢
±redniej czasowej zmiennej dynamicznej X ,

X ≡ 1
τ

∫ τ

0
dtX (t) (1.37)

1Zamiast o zmianie stanu ukªadu w czasie mo»na mówi¢, równowa»nie, o zmianie w czasie
zmiennej dynamicznej � funkcji rzeczywistej okre±lonej na tym stanie.
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(b) (c)(a)

Rys. 1.7. Trzy �zyczne realizacje próby statystycznej. (a) Pojedy«cza kopia ukªadu ergodycz-
nego, który w czasie pomiaru odwiedza dostatecznie jednorodnie rozªo»ony zbiór stanów w caªym
dost¦pnym dla ruchu obszarze przestrzeni fazowej. (b) Gaz doskonaªy wielu identycznych staty-
stycznie nieskorelowanych cz¡steczek. (c) Ukªad silnie oddziaªuj¡cych cz¡steczek, który w my±li
mo»na podzieli¢ na wiele w przybli»eniu identycznych i praktycznie niezale»nych podukªadów
wielocz¡steczkowych.

dla czasu τ rz¦du czasu stochastyzacji, z warto±ci¡ oczekiwan¡ 〈X 〉 okre±lon¡
przez formuª¦ (1.16):

X = 〈X 〉. (1.38)
W ten sposób sªuszna staje si¦ teza prawa wielkich liczb (1.35) bez konieczno±ci
przyj¦cia zaªo»enia braku korelacji pomi¦dzy poszczególnymi elementami próby
X (t). Ergodyczno±¢ oznacza, »e w czasie u±redniania ukªad odwiedziª dostatecz-
nie jednorodnie rozªo»ony zbiór stanów w caªym dost¦pnym dla ruchu obszarze
przestrzeni fazowej (Kurzy«ski, 1993), patrz rys. 1.7.a.

Warunek ergodyczno±ci przez ponad póª wieku wydawaª si¦ kluczowy dla sta-
tystycznego uzasadnienia praw termodynamiki, ale dzisiaj jest oczywiste, »e ma
znaczenie tylko w kontek±cie silniejszego warunku mieszania, gdy» tylko ten waru-
nek zapewnia dochodzenie do równowagi termodynamicznej. Sama ergodyczno±¢
wystarcza, gdy rozpatruje si¦ wªasno±ci ukªadu, który ju» jest w równowadze
termodynamicznej, ale procesy dochodzenia do równowagi musz¡ by¢ opisane z
wykorzystaniem innej wªasno±ci niestabilnych ukªadów z mieszaniem. T¡ wªasno-
±ci¡ jest czasowy zanik korelacji: dla dowolnych dwóch zmiennych dynamicznych
X i Y

〈X (τ)Y〉 → 〈X〉〈Y〉 (1.39)
dla czasu τ rz¦du czasu stochastyzacji (w stanie równowagi termodynamicznej
〈X (t)〉 = 〈X 〉). Zanik korelacji jest formalnym przejawem procesu stochastyzacji
(Penrose, 1979).

Podkre±lmy wyra¹nie, »e wªasno±¢ ergodyczno±ci czy mieszania mog¡ posiada¢
ju» bardzo maªe ukªady mechaniczne, na przykªad dwie sztywne kule na stole bi-
lardowym, co formalnie udowodniª Sinai w roku 1966. Sama wªasno±¢ mieszania
nie wystarcza wi¦c jeszcze do uzasadnienia podstaw �zyki statystycznej. Do-
piero w wypadku ukªadu makroskopowego, skªadaj¡cego si¦ z wielu identycznych
cz¡steczek jednego lub kilku rodzajów, proces stochastyzacji zako«czy¢ si¦ mo»e
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podziaªem ukªadu na wiele identycznych nieskorelowanych podukªadów (Penrose,
1979). Pojedynczy ukªad makroskopowy w takim stanie stanowi rzeczywisty ze-
spóª statystyczny i mo»na sensownie mówi¢ o tym stanie jako o stanie równowagi
termodynamicznej (pami¦tajmy, »e poj¦cie to odnosi si¦ tylko do zespoªu, czy
ogólniej, próby statystycznej).

Rodzaj podukªadów, na jakie rozpada si¦ konkretny makroskopowy ukªad
�zyczny zale»y od charakteru tego ukªadu, jego struktury wewn¦trznej i siªy we-
wn¦trznych oddziaªywa«. Najprostszy zespóª statystycznie niezale»nych podukªa-
dów tworzy gaz doskonaªy, zbiór wielu identycznych cz¡steczek z zaniedbywalnie
sªabymi oddziaªywaniami (rys. 1.7.b).1 Pomimo prostoty, �zyka statystyczna ga-
zów doskonaªych, zarówno klasycznych, jak i kwantowych, wyja±nia wiele nietry-
wialnych zjawisk. Ale model ten nie jest ju» w stanie opisa¢ niektórych wªasno±ci
fazy skondensowanej np. krótkofalowych wzbudze« kolektywnych czy zjawiska
przemian fazowych, zwi¡zanych ze spontanicznym porz¡dkowaniem si¦ ukªadu, w
których oddziaªywania pomi¦dzy cz¡steczkami i ich wzajemne korelacje s¡ istotne
(Chandler, 1987). W takim wypadku powszechnie stosowanym rozwi¡zaniem jest
podziaª ukªadu (ze wzgl¦du ba jego dowolno±¢ raczej w my±li ni» w rzeczywisto-
±ci) na wi¦ksze, w przybli»eniu identyczne cz¦±ci (rys. 1.7.c). Je±li cz¦±ci te s¡
dostatecznie du»e, wzajemne korelacje i oddziaªywania na granicach s¡ do za-
niedbania, tak jak w gazie doskonaªym. Wyj¡tek stanowi stan krytyczny ukªadu
w warunkach bliskich ci¡gªej przemiany fazowej, gdy korelacje staj¡ si¦ niesko«-
czenie daleko zasi¦gowe, a odchylenia standardowe niesko«czenie wielkie (patrz
rozdz. 4).

1Je±li cz¡steczki s¡ nieodró»nialne, elementarna obj¦to±¢ przestrzeni fazowej okre±laj¡ca do-
kªadno±¢, z jak¡ obserwator wyznacza stan ukªadu makroskopowego (patrz komentarz do de�ni-
cji (1.22)), musi zawiera¢ wszystkie N ! permutacji elementarnych obj¦to±ci z ustalon¡ numeracj¡
cz¡steczek (Chandler, 1987).
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